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Uvod - proé se zabyvat kiivkami

vvvvv

jednim z téch matematickych pojmt, které se nejcastéji vyskytuji v aplikacich
v dennim zivoteé.

Prestoze je tento pojem velmi dulezity, jeho objasnéni se s vyvojem rtiz-
nych védnich oborti neustale zpresnuje. Z hlediska fyziky je zajimava napf.
charakterizace kiivky jako trajektorie pohybujictho se bodu. Z hlediska této
charakteristiky je tedy mozno Fici, ze kfivka je trajektorie, kterou probéhne
v uréitém Casovém intervalu bod, ktery se spojité pohybuje, neboli jinak fe-
¢eno (pojmeme-li charakteristiku kiivky z hlediska matematiky jako zobrazeni),
ze kiivka je spojitym obrazem tsecky. Pii pouzivani této definice k¥ivky se ale
ukézalo (z hlediska matematiky), Ze tato definice je pfili§ Siroka. Italsky ma-
tematik Peano ukazal jiz v roce 1890, Ze existuje spojité zobrazeni tsecky na
¢tverec, jinymi slovy, ze draha hmotného bodu, ktery se spojité pohybuje, miize
vypliovat cely ¢tverec. Toto spojité zobrazeni ale neni vzajemné jednoznacné,
tj. pohybujici se bod projde nékterymi body ¢tverce nékolikrat.

Modernéjsi (presnéjsi) definici kiivky podal rakousky matematik Menger
v roce 1921 a nezavisle na ném témér soucasné sovétsky matematik Urysohn.
Jejich definici 1ze uvést asi takto: krivka je kontinuum, jehoZ libovolné dva body
se daji oddelit mnozZinou neobsahujici jiz Zadné kontinuum.

Vyvoj pojmu kiivka ovSem timto zdaleka nekondéi, charakteristika pojmu
kfivka se neustale zpresnuje. V soucasné dobé se definice kiivky provadi pomoci
tzv. variet.

Toto byl pouhy nastin historického vyvoje tohoto pojmu, jehoz pocatky za-
sahuji do starovékého Recka. Cilem tohoto textu ale neni rozbor tohoto pojmu,
ale zamérit se spi$ na konkrétni kfivky, napsat jejich rovnice, podat struc¢nou
informaci o historii kfivek — vytvorit pfiricku ve smyslu ,privodce kiivkami“.
Vzhledem k omezenému rozsahu textu se jedna v této ,,papirové“ podobé pouze
o matematicky popis a prehled. Podstatné vice k témto kiivkam je obsazeno na
prilozeném CD ROMu, kde je i pfehled aplikaci ve fyzice i v praktickém zivoté,
jsou zde i v podstatné vétsi mife FeSené tilohy tykajici se jednotlivych krivek, na
CD ROMu jsou obsazeny i animace a moznost modelovéani jednotlivych kiivek
pro ruzné hodnoty parametri pomoci pfedem pripravenych programii.

Na CD ROMu jsou také dale uvedeny dalsi ¢asti Matematiky pro fyziku -
texty Funkce, Diferencidlni pocet, Integralni pocet, Diferencialni rovnice, Vek-
tory, skalary...a Soufadnice ve fyzice.



1 Zakladni pojmy

V této Casti si vymezime zakladni pojmy, se kterymi budeme v dalsich kapito-

lach dale pracovat.

1.1 Krivost krivky

Kfivost kiivky je jednim z prvku, které charakterizuji k¥ivku. Jinak feceno je
to také zakfiveni kiivky v rtiznych bodech.

Obr. 1 Zaktiveni kiivky

Pfi pohybu od jednoho bodu kiivky M
ke druhému M’ se bude soucasné také
ménit poloha tecny ke kfivce: tecna se
bude otacet. Toto odlisuje krivku od
primky, jejiz tecna s ni splyva ve vsech
jejich bodech — tedy primka a tecna
maji stejny smér. Cim bude vétsi thel,
o ktery se otoci tecna pii prechodu od
bodu M do bodu M’ kiivky, tim vice se
také bude lisit oblouk kifivky od pfimky,
a tim vétsi bude také zakfiveni kiivky.
Zaktiveni oblouku vSak nelze charakte-
rizovat jen tthlem, o ktery se otoci te¢na
kiivky pii pfechodu z jednoho kraj-
niho bodu oblouku do druhého krajniho
bodu. Na obr. 1 jsou nakresleny dva
oblouky PP’ a MM’ jejichz zak¥iveni
jsou ruzna, ale thel, o ktery se otoci
tecna, je stejny.

7Z toho vyplyva, Ze chceme-li stanovit miru zakfiveni oblouku dané kfivky,
je nutné uvazovat také jeho délku. Z obr. 1 je patrné, ze pfi stejném thlu,
o ktery se otoci te¢na, je zakfiveni tim vétsi, ¢im kratsi je délka oblouku.

Ukazuje se jako pfirozené definovat primeérnou kfivost oblouku krivky jako
pomér uhlu tecen v krajnich bodech oblouku k délce oblouku, neboli jako thel,
o ktery se otoéi te¢na kiivky na jednotkové délce oblouku (dhel « je vidy

v obloukové mife):

o g1 . o
primérnd kiivost oblouku MM’ je AL

Tlustrujme nyni vyse uvedeny postup na vypoctu prumérné kiivosti kruznice

o poloméru R.



Pro kazdy oblouk kruznice je tihel o tecen ke kruz-
nici v krajnich bodech oblouku roven thlu polomért
v dotykovych bodech (obr. 2). Délka oblouku AA’
je aR, takze prumérnd kiivost oblouku je stejnd ve
vSech jejich ¢astech a je rovna

a_l
aR R’

Dostali jsme, ze priimérna kiivost kruznice je prevra-
cend hodnota poloméru, a je tedy nepfimo Gmérna
Obr. 2 Priimérna kfi- polomeéru kruznice.
vost kruznice

Na zakladé vyse uvedenych tvah mizeme tedy fici, Ze prumérnd krivost
charakterizuje celkové zakFiveni oblouku.

V riznych ¢astech oblouku ale mtize byt zakfiveni riizné, coz je vidét napf.
na obr. 1, kdy je ¢ast M N oblouku MM’ vice zakfivena nez ¢ast NM’.

Mtizeme tedy Tici, Ze primérna kiivost bude tim presnéji charakterizovat
zakiiveni oblouku kfivky v rtznych bodech, ¢im mensi bude délka oblouku.
Analogicky, jako se provadi ve fyzice prechod od rychlosti primérné k rychlosti
okamzité, lze provést limitni prechod od krivosti pramérné ke kiivosti v bodé,
tj.

. o

K= M}éfm —0 MM’

V dalsim postupu odvodime vzorec pro vypocet kiivosti K v bodé.

Y
Predpokladejme, Ze kiivka je dana
rovnici y = f(z). Budeme-li hledat
kiivost v bodé, musime kromé rov-
nice kfivky jesté znat soufadnice bodu
této kiivky. To znamend, Ze mame-
li odvodit vzorec pro vypocet kii-
vosti K, potfebujeme vyjadrit limitu
M}\i}/n_)o ﬁ pomoci soufadnic z, y e
bodu M kiivky, pficemz y = f(x).

Obr. 3 Kfivost kiivky v bodé

Piedpokladejme, Ze M = [x;y]. Zvétsime-li x o pfiristek Az, pak hodnoté
use¢ky x + Az piislusi bod M’ kiivky. V bodech M, M’ vedme teény t, ¢’



(obr. 3). Oznac¢ime-li « thel, ktery svird teéna t s osou v bodé M, zméni
se pfi pfechodu M — M’ thel o na thel a + Aca. Piiristek Aa je zdroven i
thlem, o ktery se oto¢i te¢na. Oznacéime-li oblouk AM = s, pak je MM’ = As.
Potom plati

Ax

K= lim =—.

Asmo As

Tento vyraz mizeme dale upravit na
Aa . Aa
x AI;j o Ar o
K= lim —— =27 = — 1
Arrso As . As & (1)
lim

Az Azr—0 Az

Pro s’ miZzeme odvodit vztah

/

o s (Az)? + (Ay)? Ay\®
5= Alalsgo Az Alalsgo Az o Alalsgo 1+ Azx )’
§ = VIT W, @)

Obdobné nyni odvodime i vztah pro o/. Z geometrického vyznamu prvni deri-
vace vime, ze

Yy =tga.
Z toho plyne, Ze a = arctgy’. Po zderivovani podle z dostaneme
1
a/ - - /I. 3
Po dosazeni (2) a (3) do (1) dostaneme
1 1 Yy
K= ' = . (®)
1 + yl 2 1 I N2 é
( ) (y ) [1 + (y/)2] 2

Vyse uvedenym postupem jsme tedy odvodili vztah pro vypocet zakiiveni ob-
louku v bodé&. Nakonec si jesté musime uvédomit posledni véc: je-li " > 0, pak
je k¥ivka vypukld; naopak v bodech, kde je y” < 0 je kiivka vyduta.

Pouziti vyse uvedenych vztaht si nyni budeme ilustrovat na vypoc¢tu nasle-
dujiciho prikladu.
Priklad 1 — vypocet kfivosti kruznice

Je déna kruznice o rovnici (z — 2)% + y? = 4. Urdete kfivosti kruznice v bodé
o x-ové soufadnici 2.



Reseni

Podminku zadani = 2 spliuji dva body: A = [2;2], B[2; —2].
Pfi feSeni je nutno uvazovat, ze pro cast

Y A kruznice pod osou z je kruZnice popsana
: funkci
! x
|
7 obdobné pro ¢ast pod osou z je
Obr. 4 Kftivost kruZnice Y2 = V4x — 22,
Pro ¢ast pod kruznici je tedy
;1 4-2¢  x-—2
Y 2Var — 22 axr — 12’
2-2
y'(B) =

— =0,
Vi 2-—22
1.‘/4:5332(332).(%)&

3
" (4:E — 332)2

vy = 4y — 22 ’

y xt—82% +152% + 4z —4
y = 5 *

(4o — 2%)2
Po dosazeni .
1
B) = —.
y'(B) =5

’ z—2 /
= t A) =0,
V= i y'(A)
2t —8x3 + 1522 + 42 — 4 . 1
y' = - = , YA =3
(4z — 2?)2
Po dosazeni do (4) dostaneme
1 1
K(B) == K(A) =—-.
B=1 K@=}



Z vyse uvedeného vypoctu je vidét, ze velikost kiivosti v danych bodech ma
stejnou velikost, ale opa¢né znaménko, coz odpovida situaci na obr. 4. Protoze

Lo oy s . " .. P 1
se jedna o kruznici, miizeme Fici, ze velikost kiivosti je konstantni a je rovna R

Rozdilnost znamének je zpusobena tim, Ze vrchni, resp. spodni ¢ast ptlkruznice
je vyduta, resp. vypukla.

1.2 Oskulaéni kruZnice a polomér kiivosti

Meé&jme néjakou kiivku AA’, kterd ma v bodé M kii-
vost rovnou K (obr. 5). Sestrojme teénu a normaélu
kfivky v bodé M. Postupné budeme proklddat bodem
M kruznice, jejichz stfedy budou leZet na normaéle ve
smeéru, kterym je kiivka vyduté. VSechny tyto kruznice
budou mit v bodé M spole¢nou teénu s kiivkou AA’;
v okoli bodu M jsou tyto kruznice vyduté tymz smé-
rem jako kiivka. Mezi témito kruznicemi existuje také
takova kruznice, ktera bude mit stejnou kiivost K jako
kiivka v bodé M.

Obr. 5 Oskula¢ni
kruznice
Ze vztahu mezi kiivosti a polomérem kruznice plyne, ze polomér zkoumané

kruznice musi byt roven absolutni hodnoté ¢isla %

Takto sestrojend kruznice se nazyva oskulacni kruznice kiivky v bodé M.
Prevracena hodnota kfivosti v bodé M, tj. hodnota R = % se nazyva polomer

krivosti a stfed S oskula¢ni kruznice stredem krivosti kiivky v bodé M.
Podobné jako te¢na charakterizuje stoupani kiivky v daném bodé, oskula¢ni
kruznice dava nazornou predstavu o zakfiveni kiivky v daném bodé. Muzeme
tedy Tici, Ze oskulacni kruznice se primyka krivce tésnéji nez libovolna z ostat-
nich kruznic, které se dotykaji kiivky v daném bodé M, a v malém okoli bodu
M s velkou presnosti nahrazuje pfiblizné kiivku. Vztah pro vypocet poloméru

kfivosti lze snadno odvodit z rovnice
1
R=—,

kam za K dosadime ze vztahu (4). Potom je

_ 1+ @)%
R= y// . (5)



1.3 Vypocet stfedu kfivosti

Pfi odvozovani vztahti pro vypocet sourfadnic stiedu kfivosti vyjdeme z po-
znatki, Ze stfed kfivosti S lezi na normadle, kterd prochézi bodem M = [xq; yo]
kolmo k te¢né. Pro vzdalenost |SM| plati, ze |[SM| = R.

Rovnice tecny t je dana vztahem

t: Yy =1yo+yoler— o),

rovnice normaly u je pak dana vztahem

u:  y=yo— —(xr—xo).

Yo

Protoze bod S lezi na normaéle u, mizeme psat

Obr. 6 Stfed kiivosti

n="Yo0 — y_é(mfxo)v
po upravé je

1
n=1yo+ —(xo —m). (6)

Yo
Protoze bod M = [x0;yo] lezl na oskula¢ni kruznici se stifedem S = [m;n],

milzeme psat

(o —m)? + (yo — n)* = R*. (7)

Vztahy (6) a (7) predstavuji soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych. Resenim
této soustavy dostaneme

m:xo—z—guﬂya)ﬂ, ®)
— o+ —[1+ ()’ 9
n="Yo y_(')' yo) ] ()

Priklad 2 — vypocet poloméru kiivosti hyperboly

Urcete polomeér kiivosti a souradnice stfedu kfivosti rovnoosé hyperboly o rov-
nici zy = 20 v bodé [4; 5].

10



Reseni

Rovnici hyperboly pfepiSeme na tvar y = ? Potom

y' = —g, y' = g
Pro x = 4 dostaneme:
Y =-3 W=
Po dosazeni do (5) dostaneme
3
2

25
<1+ 1_6>
R=——2—=26,56.

Stied kiivosti pak mé soutradnice, které uré¢ime dosazenim do vztahu (8),(9):

2 2
1
1+(§)]—9,125; n=5t< 1+<§)]—9,100.

5
8

ool Ot

m=4—

4
]
8

Cviceni 1
1. Vypocet stiedu a poloméru kiivosti elipsy

Urcete polomér a stied kfivosti elipsy o rovnici
2

N s 10
2T 1 v bodé [0;b].

2. Vypocet poloméru a stiredu kfivosti retézovky
Odvodte obecny vztah pro vypodéet poloméru a stfedu kiivosti fetézovky!

dané rovnici
of 2 _=
y=35 e’ +e ¢ .

ITuto kiivku vytvofi napf. pruzné, homogenni, neroztazitelné lano zavésené na obou svych
koncich tak, aby konce lana nebyly uchyceny v téze svislé primce.

11



2 Krivka a jeji rovnice

Necht je kfivka déna svoji geometrickou vlastnosti (tj. jako geometrické misto
bodt). V fadé ptipadii se ukazuje vyhodné pracovat pomoci polarnich soufadnic
R, ¢, a proto budeme kfivku vysetfovat jako trajektorii pohybu bodu M, ktery
mé proménné souiadnice R a ¢.

Potom bude muset geometrické vlastnosti, kterou je kiivka urcena, odpovi-
dat analyticky vztah mezi soufadnicemi R a ¢, ktery je pravé rovnici kiivky.
V obecném pripad€ je mozno psat rovnici kiivky v polarnich soufadnicich ve
tvaru

R = f(p)

a uvazovat R jako funkci dhlu ¢.
Je ziejmé, ze naopak funkce

R = f(p)

se geometricky znazorni kiivkou.

Shrneme-li vySe uvedenou tivahu, mizeme fici, ze kiivce dané geometrickou
vlastnosti odpovida rovnice R = f(p) a naopak, ze rovnici R = f(¢) odpovidd
kfivka. Z toho pak vznikaji dva typy tloh:

a) je ddna kfivka jako geometrické misto bodi; sestavte rovnici této kiivky;

b) je ddna rovnice mezi soufadnicemi R a ¢; sestrojte kiivku, ktera je vyja-
dfena touto rovnici.

Ukéazeme si to na nésledujicim ptikladu.

Priklad 3 — kardioida

KruzZnice o poloméru a se vali bez prokluzu po néjaké pevné kruznici téhoz
poloméru.

a) Napiste rovnici kiivky — kardioidy, kterou opisuje bod M lezici na obvodu
pohybujici se kruznice (obr. 7).

b) Urcete tvar kardioidy.

0 S So M

NN

Obr. 7 Odvalovani kruznice

12



Reseni

a) Na obr. 7 je zobrazena poéateéni poloha odvalujici se kruznice. Poldrni osu
a pol zvolime podle obr. 7. Po urcité dobé pohybu se poloha bodu M zméni

tak, jak je znazornéno na obr. 8.
Protoze dochéazi k odvalovani pohyblivé

kruznice po pevné kruznici, zfejmé plati,
ze délka oblouku N AO je stejna jako délka
oblouku NBM. Nyni vys uvedenou zavis-
lost podrobnéji vysetiime.
Je zfejmé, ze bod M padne do pdlu O,
kdyz pohybujici se kruznice obejde polo-
vinu obvodu pevné kruznice. To ale zna-
0 S1 mena, ze délka oblouku na obvodu pohy-
bujici se kruznice od bodu N, ktery je
bodem dotyku obou kruznic, k bodu M,
Obr. 8 Vytvareni kardioidy se rovnd délce oblouku na obvodu pevné
kruznice od téhoz bodu N k pdlu.

Protoze ale poloméry obou kruznic jsou stejné, jsou stejné i stredové thly
[NSyM = /NS;0. Utvar OS;S2M tedy tvoif rovnoramenny lichobéznik, a
proto jsou usecky 5152 a OM (JOM| = R) rovnobézné. Spustime-li kolmici
z bodu N na tsecku OM, mizeme psat

|OP| = [PM],
a tedy R =2|OP)|.
Protoze |OP| = |0Q| + |QP| a |OQ| = acosy, |QP| = |S1N| = a, dostaneme
R =2(acosp + a) = 2a(1 + cos p).
Toto je tedy hledand rovnice kardioidy.

b) Nalezenou rovnici pouzijeme k urceni tvaru kardioidy.
Pro ¢ = 0 je R = 4a. Bod M lezi na polarni ose ve vzdalenosti 4a od pdlu

(pocatecéni poloha). Polozime-li ¢ = g, potom R = 2a. Pro hodnotu ¢ = 7

bude R = 0, tj. bod M splyne s pélem. Pro hodnotu ¢ = 3% je R = 2a. Pro

dalsi zmény uhlu ¢ opiSe bod M zbyvajici ¢ast kfivky, pfi hodnoté ¢ = 27
se vrati do ptivodni polohy a déle se za¢ne znovu pohybovat po téze kfivce.
Déle bychom jesté mohli dopocitat nékolik dalsich hodnot R odpovidajicich
zvolenému thlu . Pak sestrojime pifislusné body a prolozime jimi souvislou
k¥ivku, jak je zndzornéno na obr. 9.
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Sestrojena kiivka se obecné na-
zyva epicykloida. PTi riznych
vztazich mezi poloméry pohyb-
livych a pevnych kruznic dosta-
vame riazné epicykloidy. Kardio-
ida tedy patfi mezi epicykloidy;
je to takova epicykloida, kte-
rou dostaneme v pfipadé rov-
nosti polomért pohybujici se i
pevné kruznice.

Obr. 9 Kardioida

Pozndmka

Pro vykreslovani k¥ivek pomoci pocitace je velmi vyhodné zadavat rovnice
kiivek parametricky (parametr ¢ se zde ¢asto pouzivé jako ¢asovd proménnd
pii vykreslovani kiivek).

Pokud bychom chtéli napr. rovnici kardioidy napsat pomoci parametrického
vyjadfeni, lze psat

x = Rcosp = 2a(1 + cos p) cos @, y = Rsiny = 2a(1 + cos ) sing

(coz je vlastné pievod polarnich soufadnic na kartézské). Nyni uz jen nahradime
thel ¢ parametrem ¢ a obdrzime (s pouZitim souctovych vzorct)

x = a(l+ 2cost + cos2t), y = a(2sint + sin 2t).

Cviceni 2
1. Kresleni kfivek
Sestrojte kiivky, které jsou dany témito rovnicemi:

a) R=asiny, b) R =a(l —cosyp), c) R:acos%.

2. Parametrické vyjadreni kiivek
Napiste parametrické rovnice kiivek z predchézejici tilohy.
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3 Délka kiivky

3.1 Obecna rovnice krivky

Délku kiivky urcime tak, ze si ce-

o+ —
S ——_——
8

o Ax

funkce, tj.
Obr. 10 Délka kiivky

(ds)* = (do)® + (dy)?,

po upravé dostaneme tzv. diferencidl oblouku kiivky
R
ds=+4/1+ (_y) dz,
dx
tj.

ds = v/1+ (y')2dz.

Celkovou délku kiivky pak dostaneme integraci, neboli

s:/b\/mdx.

3.2 Parametrické rovnice krivky

Je-li kiivka dana parametricky, tj.

15

(As)? = (Az)* + (Ay)*.

y As y— f(z) lou kfivku rozdélime na n diléich
¢asti, které mtizeme piiblizné pova-

zovat za primky. Potom pro délku

jednoho takového dilku plati

Zvolime-li dilky velmi malé, mizeme
A-ptirastky nahradit diferencidlem

(10)



Po dosazeni do (10) dostaneme
(ds)* = [(2)* + (9)*)(dt)?,
po odmocnéni je diferencial oblouku kiivky dén vztahem
ds = /(&)2 + ()2 dt.

Celkovou délku pak uréime integraci pres celou kiivku

B
5= /\/(93)2 TGt (13)

Pozndamka
Budeme-li parametr ¢ povazovat za ¢as, potom +/(£)% + (§)2 = v vyjadiuje
velikost okamzité rychlosti pohybu. Potom lze psat

B

s= /v(t) dt. (14)

[e%

Priklad 4 — délka asteroidy

Uréete délku asteroidy? dané parametricky rovnicemi z = acos®t, y = asin®t.

Y

Obr. 11 Asteroida

2 Asteroida je cyklicka kiivka, kterd vznikne odvalovanim kruznice o poloméru r =

e

uvnitf kruznice o poloméru a.

16



Reseni

Protoze asteroida je symetrickd vzhledem k obéma soufadnicovym osam, staci
vzit délku jedné jeji ¢tvrtiny v 1. kvadrantu, tj. ¢t € (0; g) Pak po dosazeni do
(13) dostaneme

- = \/(73(1 cos? tsin®t)2 + (3asin® t cos? )2 dt,

O\NH

po Upraveé

3 3 7 3
Z = 3a/costsintdt = ; /sin(Qt) dt = Za[_ cos(2t)]02 = ?a.
0 0
. . S 3a
Délka celé asteroidy je s =4 - 5 = 6a.

Priklad 5 — délka cykloidy

Uréete délku jednoho oblouku prosté cykloidy® dané parametricky rovnicemi

x=r(t—sint), y=r(l—cost).

o 2rr

Obr. 12 Prosta cykloida

3Cykloida je cyklicka k¥ivka, ktera vznikne odvalovanim kruznice o poloméru r po piimce.

17



Reseni

Uréime & = r(1 — cost), y = rsint a dosadime do (13). Dostaneme

8:27"/\/(1fcost)z+sin2tdt:2\/§r/\/17costdt.
0 0

Dale pouzijeme souctovy vzorec a obdrzime

t t1"
=4 in—dt =4r |—2cos-| = 8r.
S 7“/51112 7“|: C052:| T

0
0

3.3 Polarni rovnice krivky

Je-li rovnice kiivky zadédna pomoci polarnich soufadnic, tj. x = Rcosy, y =
Rsiny, kde ¢ € {(a; 3), musime nejprve urc¢it dz a dy a potom dosadit do (10).
Dostaneme
dr = —Rsinpdp +cospdR, dy = Rcosepdyp +sinpdR,
po dosazeni do (10) a upravé dostaneme
(ds)? = R?(dp)? + (dR)2.
Po odmocnéni a integraci je

A 2
S:/”R2+ (%) de. (15)

Priklad 6 — délka kardioidy

Urcete délku kardioidy, jejiz rovnici R = 2a(1+cos¢) = d(1+cos¢) (oznacime
d = 2a — pramér kruznic) v polarnich soufadnicich jsme odvodili v ptikladu 3.
Reseni

K feseni pouzijeme vztah (15), kam dosadime pfislusné diferencidly. Déle také
vyuzijeme, ze kardioida je symetrickd podle osy x. Dostaneme

522/\/d2(1+2cos<p+cos2<p)+d2sin2<pd<p:2d/\/2(1—|—cosg0)d<p,
0 0

™
™

s:4d/cosgdcp:4d |:281n%:| = 8d.

0
0

18



Cviceni 3

Pfi feSeni nasledujicich cviCeni je mozno pouzit vztah pro vypocet integralu
(jehoZz odvozeni je uvedeno na CD ROMu — ¢4st Matematika kiivek — Zakladni
pojmy — Cviceni)

1 1
/ 1+x2dx:5x 1+x2+§ln(a:+ 1+x2)+C.

1. Vrh sikmo vzhuru
Vypoctéte délku s drahy, kterou opise ve vakuu naboj vystieleny z déla poca-
tecni rychlosti o velikosti vy pod eleva¢nim tthlem « € ( 0; g .

Navod: napiste parametrické rovnice pro tento druh pohybu, pak pouzijte
vztahu pro vypocet délky kiivky vyjadfeny pomoci parametrickych soutadnic.

2. Vrh vodorovny

Téleso je vrzeno vodorovné z vysky H nad zemskym povrchem pocatecni rych-
losti o velikosti vg. Urcete délku s dréhy, kterou toto téleso pfi pohybu opise
kdyz dopadne na povrch zemé.

3. Retézovka

x x
Vypoctéte délku s fetézovky y = % (ea +e a) v mezich od 1 = 0 do z2 = a,

kde a > 0.
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4 Obsah oblasti

4.1 Obecna rovnice krivky

Je-li kfivka ddna rovnici y = f(z), potom obsah plochy je dan vztahem

S = / f(a)dz, (16)

ktery je podrobnéji rozebran v ucebnicich integralniho poc¢tu nebo napf. ve
studijnim textu Integrdlni pocet ve fyzice.

4.2 Parametrické rovnice krivky

Je-1i kiivka dana parametricky napf. ve tvaru

xch(t)a y:w(t)a te <O‘;5>a

potom miizeme psat t = ¢ (), kde ¢~ !(z) je inverzni funkce k funkei ().
Dale pak miizeme psat y = 1)(¢~!(z)). Obsah plochy je pak dan vztahem

b
s:/ww*u»w.

Uzitim substituce z = ¢(t) dostaneme dz = $(t)dt po dosazeni do vztahu (16)
obdrzime

S:/wMMWM (17)

[e%

Priklad 7 — plocha cykloidy

Vypoctéte obsah plochy ohrani¢ené osou x a jednim obloukem prosté cykloidy
(obr. 13) dané parametricky rovnicemi

x =r(t—sint), y =r(1l — cost).
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o 2rr

Obr. 13 Obsah plochy pod obloukem prosté cykloidy

Reseni

K vypoctu pouzijeme vztahu (17), kam dosadime ¥(t) = y = r(1 — cost),
G(t)dt = r(1 — cost)dt, kde t € (0; 27). Dostaneme

2
S = /7‘2(1—cost)(1—cost)dtzr2 /(1—2cost+COSQt)dt-
0

K vypoctu integralu pouzijeme souctovy vzorec

1 2
cos’t = Lrcosat t.
2
Potom obdrzime
iz 1 3 1 2
S = S _2cost+ =cos2t | dt =r? |Zt — 2sint + = sin 2t = 312,
2 2 2 4 o

4.3 Polarni rovnice kfivky

Necht R = f(¢) je spojitd funkce na intervalu {(a; (). Chceme uréit obsah
oblasti vymezené grafem funkce f a polopfimkami ¢ = a a ¢ = 3. Budeme
uvazovat, ze § — a < 27. Dale budeme predpokladat, ze f > 0.
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Oblast rozdélime na malé vysece, které
miizeme téméf povazovat za trojuhelniky

p=0 o zékladné Rdy a vysce R.
f ¢ = a Obsah dS jednoho trojuhelniku je dan
de vztahem )
ds = §R2d<p.
/’ Obsah celé oblasti pak uréime integraci
0 1 P
_ 2
Obr. 14 Obsah oblasti S= 9 /R dep. (18)

(03

Priklad 8 — Descartuv list

Yy
/
/

Urcete obsah smycky Descartova / T

listu, ktery je dan rovnici — N{
3. .3 _ /
z° +y° = 3axy. 7 —a
/
/

Obr. 15 Descarttv list

Reseni

Rovnici 23 4+ y> = 3axy prevedeme na polarni tvar, a to tak, ze vyjadiime = a
y pomoci R a ¢ a dosadime do ptivodni rovnice, tj.

x = Rcosyp, y= Rsinp,
potom
R3(cos® ¢ + sin® @) = 3aR? cos psin ¢,
z ¢ehoz

3asin @ cos ¢

cos? o + sin® @
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Vezmeme-li v ivahu jen polovinu smycky, kterd je symetrickd podle primky
y = z, dostaneme uzitim (18) vztah

9a? sin? p cos? ¢

S
(cos® ¢ + sin® )2

1
2

O\ ISP

Dale pouzijeme substituci tg ¢ = u, potom ¢ = arctgu,

du 1 . U
— ', COSPp = ——— singY=-——.
1+ u? v V14 u2 4 V14 u?

Pak dostaneme (po pFislusné zméné mezi)

dp =

1

1
g— /9a2u2du :3(12/ 3u2du
1+ud 1+ud
0 0

Po dalsi substituci 1 +u? = v dostaneme po zderivovani 3u?du = dv. Toto opét
dosadime (s pfislusnou zménou mezi) do vysSe uvedeného vztahu a obdrzime

Cviceni 4
1. Obsah plochy vymezené kfivkou
Je dana kfivka o rovnici R = asin2¢ v polarnich soufadnicich.

a) Znazornéte tuto kiivku graficky.

b) Vypoctéte obsah S rovinné plochy ohranic¢ené touto kiivkou.

2. Bernoulliho lemniskata
Bernoulliho lemniskéta je specidlnim pfipadem tzv. Cassiniovy kiivky. Jeji rov-
nice v polarnich soufadnicich je dana vztahem R = a+/2 cos2y.

a) Znazornéte tuto kiivku graficky.

b) Vypoctéte obsah S rovinné plochy ohrani¢ené jednou smyckou Bernoul-
liho lemniskaty.
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5 Kuzelosecky a Cassiniho ovaly

Vedle primky jsou to asi nejcastéji se vyskytujici ¢ary. Vzhledem k tomu, Ze
kuzelosecky jsou velmi podrobné popsany ve stiedoskolskych ucéebnicich ana-
lytické geometrie, budou v této ¢asti uvedeny spi§ informace rozsifujici ucéivo
obsazené v téchto u¢ebnicich ve vztahu k rovnicim pouzivanych ve fyzice.

5.1 Elipsa a hyperbola

Elipsa a hyperbola jsou kiivky, jejichz body maji konstantni soucet, resp. rozdil
svych vzdalenosti (pravodice r1, r2) od dvou pevnych bodi (ohnisek Fi, F»)
v rovine, tj.

r1 £ re = 2a.

Obr. 16 Elipsa Obr. 17 Hyperbola

Konstanta a je u obou kiivek rovna poloviné souc¢tu, resp. rozdilu pruvodici,
nazyvame ji délkou hlavni poloosy kiivky (u elipsy ale musi byt 2a > 2e, naproti
tomu u hyperboly je 2a < 2e).

Oznadime-li vzddlenost ohnisek 2e, pak pro elipsu plati b = Va2 —¢e2 a
pro hyperbolu b = ve2 — a2, kde b je délka vedlejsi poloosy. Je tedy u elipsy
€2 = a? — b2, u hyperboly e = a? + b2. Pokud bychom vztah r, & ry = 2a dale
upravili, dostaneme osové rovnice elipsy, resp. hyperboly

2 2
x Yy x
?+b_2:1’ resp.  —5 —

(V]
S

=1

Zavedeme-li pomér € = 2 (tzv. ¢iselnou (numerickou) vystiednost), dosta-

neme € < 1 pro elipsu, € > 1 pro hyperbolu. Dale mizeme psat pro pravodice
bodu P na elipse vztahy
r1 + re = 2a,

ri=(e+a)’+y’ ri=(e—2)°+y”



a tedy
7“% — 7“% = dez,

po Upraveé
(r1 — r2)2a = 4dex.

Proto déle mtizeme psat
r=a+ex, ro=a—Eex.

Vyraz pro r1 lze upravit na tvar
a2
r =€ (9: + —) )
e
2

T1 a
= kde K= —.
T+ KO ¢ e

a dale na

7Z toho je vidét, ze pomér vzdalenosti bodu elipsy od ohniska F; a pfimky
x = K (¥idici pfimky), je stély (= &). Obdobny vztah je mozno odvodit i pro
T2.

Pro hyperbolu mtzeme psat obdobné

ry — 1o = 2a, r%—r§:4ex

(pro vétev s kladnymi x) vyrazy
r =&r—a, TroQ=°cr—+a,
a proto

1

r1=c(z—K) atedy oy

E.

Je tedy pomér vzdalenosti bodu hyperboly od ohniska r; a pfimky x = K
(Fidici pfimky) staly (= ¢). Obdobné lze také odvodit vztahy pro rs a druhou
vétev hyperboly r2 — r1 = 2a.

Parametrické rovnice elipsy a hyperboly

Elipsu a hyperbolu (s osami v osich soufadnic) je mozno vyjadiit parametricky,
a to elipsu rovnicemi
xr=acost, y=bsint,
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a hyperbolu rovnicemi
a
x = , y=btgt,
cost

kde t je v tomto pripadé thel privodi¢e méreny od osy x proti sméru hodino-
vych rucicek.

Pozndmka
Specidlnim pfipadem elipsy je kruznice, pro b = a a tedy jee =0ie = 0.
Plati

nebo parametricky
xr =rcost, y=rsint.

Specidlnim p¥ipadem hyperboly je rovnoosé hyperbola.
Prob=aje e = aVv2, ¢ = /2 a plati

nebo parametricky

5.2 Parabola

Parabola je geometrické misto bodi v roving,
ply j2) které maji od pevného bodu (ohniska) a pevné
primky (¥idici pfimky) stejné vzdalenosti.
Na zakladé tohoto poznatku je mozno odvo-
dit vrcholovou rovnici paraboly (pro polohu
na obr. 18) ve tvaru

y? = 2px.

Tyto rovnice jsou velmi podrobné pro rtzné
polohy paraboly popsany ve stfedoskolskych
uCebnicich analytické geometrie, a proto se
jimi nebudeme déle zabyvat.

Obr. 18 Parabola
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5.3 Polarni rovnice kuZeloseéek

Zavedeme-li polarni souradnice, pak mizeme vSechny vyse uvedené kuzelosecky
popsat jedinou ohniskovou rovnici*

p
S 19
1+ecosp’ (19)

kde pro elipsu € < 1, pro parabolu € = 1, pro hyperbolu € > 1 a pro kruznici
e=0.

Obr. 19 Polarni rovnice kuzeloseéek

5.4 Zajimavosti z historie kuZelosecek
Elipsa

Elipsu poprvé studoval Menaechmus (asi 350 let pf. n. 1.). Fuklides psal o elipse,
ale svij nazev dostala elipsa od Apollonia. O tom, Ze elipsa mé ohnisko, uva-
zoval Pappus.

Kepler v roce 1602 povazoval obéznou drédhu Marsu za oval, ale pozdéji
objevil, Ze tim ovalem je elipsa, jejiz ohnisko lezi ve stfedu Slunce. Kepler pou-
zival slovo ohnisko (,focus®) a publikoval jeho objev v roce 1609. Excentricita
planetdrnich drah je mala (elipsy jsou podobné kruznicim), nap¥. pro Mars je

..o 1
a pro Zemi je 0"

V roce 1705 Halley pozoroval, ze komety, které sledoval, se pohybuji po elip-
tickych drahéch kolem Slunce. Excentricita Halleyovy komety je 0,9675; tato

1
11

40dvozeni je podrobné popsano ve studijnim textu Soufadnice ve fyzice.

27



hodnota vedla Halleye k zavéru, ze se kometa ziejmé pohybuje po parabole
(e =1 - odchylka od tohoto ¢isla byla dle Halleye zptisobend nepfesnosti mé-
fenf).

Plocha elipsy je wab. Nelze ale napsat vztah pro délku elipsy pomoci ele-
mentéarnich funkei, a to vedlo ke studiu eliptickijch funkci. Ramanujan provedl
v roce 1914 aproximaci délky elipsy vztahem

™ [3((1 +b) — /(a+3b)(3at b)} .

Hyperbola

Specidlnim pfipadem hyperboly zy = ab (asymptoty sviraji pravy thel) se
poprvé zabyval Menaechmus. Euklides a Aristaeus psali o hlavni hyperbole,
protoze studovali pouze jednu vétev hyperboly. Nazev hyperbola dostala tato
kuzelosecka od Apollonia, ktery studoval obé vétve. S ohniskem hyperboly
uvazoval Pappus.

Parabola

Parabolu poprvé studoval Menaechmus, ktery byl zdkem Platona a Fudoza.
Menaechmus Fegil hleddni primiku dvou parabol 22 = y a y? = 2z.

FEuklides psal o parabole, parabolu pojmenoval Apollonius. O ohnisku pa-
raboly uvazoval Pappus.

Pascal uvazoval, ze parabola vznikne projekci kruznice. Galilei pozoroval,
Ze parabola je trajektorie pohybu naboju vystielenych sikmo vzhuru.

Gregory a Newton znali vlastnost paraboly, Ze parabola odrazi rovnobézné
paprsky do ohniska.

5.5 Cassiniho ovaly

Z dnesniho pohledu lze ¥ici, ze Cassiniho oval je urcitou analogii elipsy. V této
¢asti se proto podivame na tento oval z matematického hlediska. OvSem nez
toto udélame, podivejme se alespon velmi struéné na historii vzniku téchto
kfivek.

5.5.1 Zajimavosti z historie

Cassiniho ovdl je ktivka, kterd byla nazvana po francouzském astronomovi
Giovannim Domenicu Cassinim. G. Cassini byl prosluly mnoha vysledky v as-
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tronomii (napf. objevil ¢tyfi Saturnovy mésice). V roce 1669 byl jmenovan
¢lenem akademie véd v Parizi a feditelem nové hvézdarny.

G. Cassini popsal oval v roce 1680 jako domnélou drahu pohybu Zemé kolem
Slunce, pricemz Slunce se nachdzi v jednom ohnisku. Jeho vysledek uverejnil
jeho syn Jacob Cassini v Eléments d’astronomie (Zaklady astronomie) teprve
roku 1740.

Roku 1694 Jacob Bernoulli popsal nezavisle na Cassinim ten pripad, kdy
je konstanta rovna poloviné vzdalenosti ohnisek, tj.

(2% +y*)? + 2k (y* — 2%) =0, k= —|F12F2| .
Bernoulli uvedl polarni rovnice této kiivky a pojmenoval ji lemniscus (z Fectiny
stuha). Sv{j objev uvetejnil v Acta Eruditorum v roce 1694. Netusil tehdy, zZe
pred 14 lety Cassini popsal obecnéjsi pfipad této kiivky (coz dnes ale neni
prekvapivé, nebot o Cassiniho ovalu psal aZ jeho syn) v r. 1740.

Teprve v roce 1782 Pietro Feroni ukazal, Ze specidlnim pripadem Cassiniho
ovala je Bernoulliova lemniskdta. Pozdéji se lemniskatou zabyvali také Fuler
a Gauss. jejich prace vedly k zavedeni eliptickych funkci a k teorii eliptickych
integrald v 19. stoleti.

5.5.2 Cassiniho ovaly z matematického pohledu

A

Cassiniho ovaly jsou definovany

PRy jako mnozina vSech bodu X v ro-

@ @ viné takovych, Ze soucin vzdale-

X, nosti od dvou pevné zvolenych

W 0 \y bodt Fy, F» (ohnisek) je kon-
stantni a je roven k2, tj. plati

| X |FX| =K% (20)

Obr. 20 Cassiniho ovaly

V dalsi ¢asti odvodime rovnici popisujici Cassiniho ovaly v kartézské sou-
stavé soutradnic.

Oznaéime-li vzdalenost mezi body Fy a Fy (ohnisky) 2e, tj. |[F10] = F»0| =
e, pak miizeme rovnici (20) pfepsat na tvar

\/($+€)2+y2'\/(1’*€)2 +y2:k2’

neboli
(@ +e)* + 9% [(z —e)® + 7] = k.
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Po jednoduchych tpravach dostaneme
(2 + 3?2 4+ 2% (7 — ) +e* — kP = 0. (21)

Dale provedeme rozbor feSeni této rovnici (coz uz Cassini neprovedl), a to
tak, Ze vypocitame souradnice prusec¢ikt s osami x a y.

1. Budeme-li podéitat priseéiky s osou z, polozime v rovnici (21) y = 0.
Dostaneme rovnici
xt —2e22? + et — k' =0.

Toto je kvadratickd rovnice v proménné z, jejimz fesenim obdrzime
2 _ 2 4 4 4) — p2 2
xiy =€ £ y/et — (et — k%) =e® £ k7,
X1 = + 62 + k}2.

2. Obdobné budeme-li hledat priise¢iky s osou y, polozime v rovnici (21)
x = 0. Po dosazeni obdrzime

yt 4202 et — K =0,
Yo = £V —e2 £ k2.

Z uvedenych vztahu je vidét, ze nékteré priseciky by mohly byt redlné a nékteré
imaginarni. Je-li e > k, neexistuji prusec¢iky s osu y v R; z toho vyplyva, Ze
v tomto pfipadé Cassiniho kiivka neni souvisla, bude se skladat ze dvou vétvi.
Je-li e < k, je Cassiniho oval souvisla kiivka. Pro e = k ma Cassiniho kiivka
s osou z jediny prusecik, rovnice (21) potom prejde na tvar

(22 + %) + 262 (y* — 2?) = 0, (22)

coz je tzv. Bernoulliho lemniskdta. V dalsi ¢asti si tuto kfivku rozebereme
podrobnéji.

5.5.3 Bernoulliho lemniskata

V roce 1694 Jacob Bernoulli poprvé
popsal (nezéavisle na Cassinim) pii-
pad, kdy je konstanta k rovna polo-
viné vzdalenosti ohnisek, tj. k = e.
Pak dostaneme rovnici (22), jak bylo
uvedeno vyse.

Obr. 21 Bernoulliho lemniskata
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Bernoulli tuto rovnici uvedl v polarnich souradnicich. My se nyni pokusime
rovnici (22) do poldrnich soufadnic prepsat.
Do rovnice (22) dosadime

T = Rcosp, y = Rsingp.
a dostaneme
R* 4 2¢*R?(sin® ¢ — cos® ) = 0,

po upraveé
R? — 2€% cos2¢ =0,

neboli
R? = 2¢? cos 2¢. (23)

Pokud bychom ale chtéli tuto kfivku vykreslit pomoci pocitace, je tieba
rovnici Bernoulliho lemniskaty pievést na parametricky tvar. Ukazuje se nej-
vyhodnéjsi polozit

cost sintcost
r=v2e— V2

e , =V2e————, t € (0;2m). 24
1+ sin?t 4 1+ sin?¢ < ) (24)

O tom, Ze je toto parametrické vyjadieni spravné, je mozno se presvédcit do-
sazenim do rovnice (22).
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6 Spiraly

6.1 Historie a uziti
Archimédova spirala

Se spirdlami je mozno se setkat prakticky vSude. Jednim z prvnich, kdo pred
2300 lety popsal tuto kfivku, byl Archimédes. Tzv. Archimédova spirdla se vy-
skytuje napt. jako trajektorie pohybu bodu, ktery se pohybuje po polopfimce
od jejiho pocatecniho bodu v pélu O konstantni rychlosti, zatimco polopfimka
se sama ota¢i kolem pélu pii konstantni tthlové rychlosti (tento pohyb se mitize
vyskytnout napt. pfi pohybu mouchy lezouci po hodinové rucic¢ce z jednoho
konce na druhy). Archimédova spirala se také vyskytuje v rtiznych mechanis-
mech ve strojnictvi jako tzv. Archimédiv Sroub (technicky se této kiivce Fika
zévitnice). Na jejim principu pracuji vrtaky, Srouby a rtzné Sroubky. Tvaru
spiraly se fika heliz a pravé takové spiraly se asi nejcastéji vyskytuji v tech-
nické praxi. Také popinavé rostliny Splhaji ke Slunci se zavity tvaru helix tak,
jak tuto spiralu popsal Archimédes.

Logaritmicka spirala

Logaritmicka spirdla je kiivka, jejiz polomér roste exponencialné s velikosti
thlu. Prvni, kdo se zabyval problémem logaritmické spiraly byl René Descartes
priblizné kolem roku 1638. Nezavisle na Descartovi zkoumal logaritmickou spi-
ralu také Fvangelista Toricceli, ktery také zaroven stanovil vzorec pro vypocet
délky kiivky. Tato spirdla sehrédla svoji roli také v zivoté Jacoba Bernoulliho,
ktery ji nejspis zkoumal natolik, Ze si nakonec nechal vytesat na svou hrobku
néapis ,EDEM MUTATA RESURGO¥, coz znamen4 asi toto: ,,AC ZMENEN,
STALE ZUSTAVA STEJNY“. Tento text také dost vystizné charakterizuje
kiivku samotnou — mluvime o tzv. vyvoji ve spirale.

Dalsi vystizné nazvy pro tuto kiivku jsou Fibbonacciho spirdla, ekvalingu-
larni spirdla, ristova spirdla, Bernoulliho spirdla nebo spira mirabilis.

Vsimnéme si, kde vSude se s touto spirdlou muzeme setkat. Zajimavé je
napf. uspofadani semen slunecnice (viz CD ROM), z nichz ¢4st je ve spiraldch
ve sméru hodinovych rucicek a ¢ast ve spiralach vinoucich se opa¢nym smérem.
Podobné je tomu i u nékterych jinych rostlin. Nikdy nejde o ndhodny pocet
spiral, ale o pocet odpovidajici Fibbonaciovym éislam (jsou to ¢isla, z nichz
prvni dvé jsou 1, pak kazdé dalsi je dano souctem dvou predchozich, tj. fada 1,
1,2,3,5,8,13, 21, 34,...). U slune¢nice to byva 21 spiral ve sméru hodinovych
rucicek a 34 proti jejich sméru. Cela desetileti se védci snazili zjistit, proc¢ se
chovéani rostlin #idi Fibbonaciovou soustavou; teprve v roce 1992 dva francouzsti
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matematici Yves Couder a Stefan Douady piisli na to, Ze je to zfejmé jediny
zpusob, jak se do terce slunecnice vejde co nejvice semen.

Ve tvaru logaritmické spiraly jsou usporadéana i seminka na $iskach viz CD
ROM) nebo ostny na kaktusech. Tvar logaritmické spirdly mé také vétsina ne-
zivych ¢asti zivych organismid — ulity mékkysa, rohy, drapy, sloni kly. Také pa-
voudi sité jsou tkany v podobé logaritmické spiraly. Zustaneme-li jesté u hmyzu,
pak i moucha kdyz leti napf. ke zdroji svétla leti v takovém sméru, aby sviral
stale stejny smér se zdrojem svétla (v praxi to ale pozorujeme méné, protoze cil
je obvykle hodné vzdéleny a my pak pohyb vnimame spis jako pfimku). Tvar
logaritmické spiraly méa také napr. fezna Cast noze na plech pravé diky vlast-
nosti logaritmické spirdly, Ze tecna v libovolném bodé kiivky svira konstantni
thel.

Asi nejni¢ivéjsimi spirdlami o praméru nékolika set kilometri jsou hurikany.
Podobné spiraly vytvareji i proudy nizkého tlaku vzduchu — severné od rovniku
rotuji ve sméru hodinovych rucicek, zatimco na jizni polokouli se otaceji opacné.
Uz viktoridnsti astronomové popsali vyjimecénou tarjektorii Merkuru — obéznéa
draha ma tvar obrovité spiraly. Vime také, Ze existuji spiralni galaxie.

Zhruba asi pred 50 lety objevili védci spiralu i v biologii — dvojitou Srou-
bovitou spirdlu DNA. Dva polynukleotidové fetézce se v molekule DNA okolo
sebe Sroubovité obtaceji. Molekuly tedy tvori dva Fetézce stocené do dvojité
sroubovice DNA.

Hyperbolicka spirala
Hyperbolickou spiralu objevil Piere Varignon v roce 1704. Déle ji pak studoval
Johann Bernoulli v letech 1710 — 1713 a téz Cotesv roce 1722.

Fermatova spirala

Tuto spiralu navrhl Fermat v roce 1636.

Lituuova spirala

Lituuovu spiralu navrhl Cotes v roce 1722. Lituus znamena hacek. Maclaurin
pouzil tento vyraz v knize Harmonia Mensurarumin v roce 1722.

Vycet situaci, kdy se mizeme setkat v praktickém zivoté se spirdlami by
asi jeSté mohl pokracovat dale — vice je o tom mozno se dozvédét z prilozeného
CD ROMu, kde je vse jesté doplnéno fadou fotografii.
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6.2 Matematické vyjadieni spiral
6.2.1 Archimédova spirala

Jeji rovnice méa tvar
r=ap,

kde a je dané kladné ¢islo. Z rovnice spiraly nyni nakreslime tvar spiraly. Uhel
27 s vrcholem O rozdélime na nékolik stejnych ¢asti, v nasem pripadé zvolime
12 ¢asti. Z bodu O pak provedeme 12 délicich poloptimek (viz obr. 22).

Tyto polopfimky budou svirat
s polarni osou po fadé thly:

_277_7r
80171276’
2T ™
=201 =2-— = —, ...
v2 e 123

7Z rovnice kiivky nalezneme pri-
slusné hodnoty privodici:

T T
rlzga, r2:2r1:§a,...

Obr. 22 Archimédova spirala

Nyni uz jen vezmeme libovolnou tsecku a budeme predpokladat, Ze jeji
délka je 2mwa. K sestrojeni bodti spirdly, které lezi na zvolenych poloprimkach,
zbyva uz jen nanést na tyto polopiimky od pdlu délky ri, ro, r3 atd. Timto
zpusobem pak dostaneme body A;, As, A3 atd.

Abychom sestrojili body, které odpovidaji hodnotam ¢ > 2w, provedeme

néasledujici tvahu. Necht ¢ = % + 27, prislusnd hodnota privodice pak bude
2 2
r=a<1—g+27r> = 1—72Ta+27m.

Tato hodnota se lisi od hodnoty r pfislusejici prvnimu bodu, ktery lezi na vy-
Setfované polopfimce, o 27a (tj. o délku ndmi zvolené usecky). Prodlouzime-li
2ma 2w

12012
strojeného, usecku délky 2mwa, dostaneme zase bod kfivky, na obr. 22 to bude

nyni prvni polopfimku a naneseme na ni od bodu uz drive se-
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bod Aj3. Stejné mizeme sestrojit i body na ostatnich polopfimkach, protoze
hodnoty thlu ¢ se budou pro nové lisit od hodnot ¢ pro body dfive sestrojené
pokazdé o 27.

Archimédovu spiralu je také mozno modelovat na pocitaci. K tomu by bylo
vhodné pfejit od polarnich soutadnic k parametrickému vyjadfeni. V tomto
pripadé zvolime

r =rcost =atcost, y=rsint=atsint,

kde t je parametr.

Délka Archimédovy spiraly

Je konecna a uréime ji uzitim vztahu (13) pro vypocet délky kiivky v para-
metrickém vyjadieni. Uréime délku spirdly od pocatku do néjakého bodu A
na spirale, jehoZ poloha je dana polarnimi souradnicemi 7, 9. Nejprve urc¢ime
& = acost — atsint, y = asint + at cost. Déle je \/(%)%2 + (§)? = a(1 + t). Po
dosazeni do vztahu (13) je

g

s=/ (¢)2+(g)2dt:aj(1+t)dt,

0

21" 1 !
- "l (1420) =r(14+2).
s a[t+2}0 a19< +219) r( +2>

6.2.2 Logaritmicka spirala
Jeji rovnice v polarnich souradnicich mé tvar
r = ae’®,

kde a > 0, b > 0 jsou konstantni parametry, r je polomér — vektor spojujici pdl
spiraly P a bod lezici na spirale.
Pokud bychom tuto rovnici zlogaritmovali, dostaneme

r
In — = be.
n - ©

Z tohoto vztahu pak vznikl nazev logaritmickd spirdla.
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Konstrukce logaritmické spiraly

Budeme-li postupné polarnimu thlu pfifazovat hodnoty, které tvori aritme-
tickou posloupnost, bude pruvodi¢ nabyvat hodnot, které tvori geometrickou
posloupnost, tj.

wo=0, @1 =01, p2=2p1, @3=2301,...

2
ro = ae® =a, r =ae’t, 1y =ae’? =q (eb“"l)
3
rs = ae’®® = q (eb“"l) -
Vezmeme napi.
s 2w 3 8w
(100:07 <p1=§, (102:§7 303:?7"'7@8:?:71-

a vypocteme prislusné hodnoty pruvodice, tj.

2 NS A\ 8
vZ bZ
) ,rg—a<e 8) ,...,rg—a<e8> .

Kdyz jsme tedy rozdélili thel ¢ = 7 na osm stejnych ¢asti a nanesli na pfislusné
polopfimky tisecky odpovidajici hodnotam priivodice, dostaneme prvnich devét
bodi spiraly (obr. 23).

ool 3

™
bg b
ro=a,r1=ae 8, ro=ale

Konstrukci dalsich bodu Ize pro-
vést geometricky. VSimnéte si, ze
napi. 72 = 7ors, tj. privodic,

ktery odpovida thlu ¢, = g, je

geometrickym prumérem pruvo-
di¢t rg a rg, které odpovidaji tih-
ltm g a @g = 7. Usecky A1 A3 a
A3 As jsou tedy navzajem kolmé.
Vedeme-li nyni kolmici bodem
As, da jeji prusecik s pfimkou
OAs bod A7, ktery nélezi spirale,
protoze |OAs|? = |OAs| - |OA7],
b

us
neboli a? (eb’r)2 =ae? -|0OD|,
3br
z Gehoz |OD| = ae 2 . Prisecik
kolmice bodem A7 k tiseéce A5 A7
s polarni osou dé bod Ag spiraly,

Obr. 23 Logaritmicka spirdla atd.
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Takto muzeme sestrojit libovolny pocet bodu spirély, lezicich na vzajemné
kolmych primkach. Pro presnéjsi zakresleni grafu spiraly je tfeba jesté sestrojit
fadu bodt, které budou lezet mezi dosud sestrojenymi body.

Sestrojime-li dostate¢né mnozstvi bodu a spojime je plynulou ¢arou, dosta-
neme kiivku odpovidajici logaritmické spirale, jak je zndzornéna na obr. 23.

Rovnici logaritmické spiraly je mozno také vyjadrit parametricky

b bt

x = rcost = ae® cost, y=rsint = ae’ sint,
coz je tvar vhodny pro vykreslovani spiraly pomoci pocitace.
Pro hodnoty b — 0 se bude spirdla blizit kruznici (pro b = 0 vznikne

kruznice). Zménu poloméru lze vyjadfit pomoci derivace

dr
— = abe”? = br.
de
7 toho vyplyva, Ze nartst spirdly zavisi pouze na hodnoté b, hodnota a urcuje
vzdalenost pocatku spiraly od jejiho pdlu.
Tecna v bodé logaritmické spirdly svird s jeho prusecikem thel 1, pro ktery
plati

r 1
de

Protoze parametr b = konst. mizeme Tici, ze logaritmickd spirdla je kfivka,
jejiz tecna svira s touto kiivkou stale stejny thel, coz se v praxi vyuziva pri
konstrukci reznych nastroja.

Délka logaritmické spiraly

Délka logaritmické spiraly je konecna. Ukazeme si postup, jak ji mazeme vy-
pocitat. Na spirédle zvolime libovolny bod A, jehoZ poloha je ddna polarnimi
soufadnicemi r, 9. Délku spirdly budeme urcovat od jejiho pocatku do bodu A
uzitim vztahu (13). K dosazeni do vztahu (13) je tfeba ur¢it

Ysint, 3= abe’ sint + ae® cost.

& = abe cost — ae
Daéle uréime

(3'3)2 + (y)2 _ (abebt)2 4 (aebt)2 _ a2(b2 + 1)e2bt.
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Potom

0 0
s:/ (:p)2+(y)2dt:/a\/b2+1ebtdt,
0 0
_avb? + lew Vb2 + lr
B b b '

6.2.3 Hyperbolicka spirala

Je inverzni k Archimédové spirdle, tj. ma v polarnich soufadnicich rovnici
a
r=—, (a>0).
2

Bude-li se thel ¢ blizit k nule, privodi¢ neomezené poroste. Pro ¢ = 7 je
ro = < pro ¢ = 27 je pruvodi¢ polovi¢ni r = & _To. pro ¢ =3mjer = o

' 27 27 3
atd.

Pti neomezeném vzristu thlu ¢ se hodnoty privodice blizi k nule, ale nikdy
ji nedosdhnou. To znamena, Ze kiivka se neomezené blizi k pdlu O, ovine se
kolem néj, ale nikdy ho nedosahne. Takovy bod nazyvame asyptotickym bodem
ktivky.

Konstrukce hyperbolické spiraly
Abychom sestrojili graf kiivky,

prepiSeme jeji rovnici na tvar
a=rep.

a

7 faktu, ze

rp = konst.,

vyplyva nasledujici zptisob kon-

strukce spiraly, ktery je nize po-
Obr. 23 Hyperbolické spirala psén.

Sestrojime fadu soustfednych kruznic se stfedem v pélu a na kazdou kruz-
nici naneseme od jejiho priseciku s polarni osou oblouk délky a. Délka kazdého
oblouku se rovna soucinu pfislusného thlu ¢ s polomérem r kruznice, tj. rep;
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krajni bod kazdého oblouku, ktery tak obdrzime, tedy bude bod, ktery nalezi
spirale (obr. 23).

Zavisle na tom, jak se bod spirdly vzdaluje od pélu, se poloméry kruznic
zvétsuji, oblouk se neustale ,narovnava“ a blizi se tvaru tsecky, ktera je kolma
k polarni ose. To ukazuje, zZe body spiraly se pfi ptiblizovani thlu ¢ k O blizi
primce, kterd je rovnobézna s polarni osou a prochéazi od ni ve vzdalenosti a.
Vzdalenost bodt spiraly od této primky se stale zmensuje, nikdy vSak neprejde
v nulu. V tomto pripadé fikame, ze se spirdla asymptoticky blizi ke zminéné
primce.

Pro zaporné thly ¢ dostavame spirdlu, kterd je soumérné s pravé vysetfo-
vanou podle pfimky prochazejici pélem kolmo k polérni ose.

Pokud bychom chtéli znézornit hyperbolickou spirdlu graficky pomoci po-
¢itace, je vyhodné prejit k parametrickému vyjadreni, tj.

a a .
T = —cost, Y= —sint.
t t
Hyperbolicka spirala je inverzni kiivka k Archimédové spirale.

Nyni si jesté ukdzeme uz jenom stru¢né dalsi spiraly, se kterymi je mozno
se také setkat.

6.2.4 Fermatova spirala

Je spirala, které je popsana rovnici

2 2

e = a‘p.
Pro néjakou kladnou hodnotu ¢ existuji dvé odpovidajici hodnoty r — kladn4a
a zaporna. Vysledna spirala je proto soumérna podle pfimky y = —zx a je

zobrazend na obr. 25.
Casto se ale Fermatova spirala popisuje rovnici
T = a./p.
V tomto pfipadé se pak kresli jen jedna ¢ast spirdly, kterd je znézornéna na
obr. 26.

Obr. 25 Fermatova spiréala Obr. 26 Fermatova spirala — ¢4st
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Pokud bychom chtéli tuto spirdlu znazornit na pocitaci, opét je vhodné
napsat rovnice této spiraly parametricky

x =aVtcost, y=aVtsint, kde t>0.

6.2.5 Lituuova spirala

Je inverzni spirala k Fermatové spirale,
tj. je to spirdla o rovnici

a
r=—, p > 0.
Ve

Obr. 27 Lituuova spirala

Pokud bychom chtéli tuto spiralu znazornit pomoci pocitace, je opét vhodné
ji vyjadrit parametricky

a a .
r = — cost, sint,t > 0.

Vi TV

Obdobné jako u Fermatovy spiraly je mozné také dokreslit také druhou cast
této spiraly.
Shrnuti
Pokud bychom napsali rovnici spiraly v obecnéjsim tvaru
r=ap’,
potom dostaneme

pro b = 1 Archimédovu spiralu o rovnici 7 = ap,

pro b = —1 hyperbolickou spirdlu o rovnici r = —, (inverzni k¥ivka ke

a
4
spiradle Archimédoveé)

pro b = % Fermatovu spirdlu o rovnici r = a,/¢p,

a . L
, (inverzni kiivka k Ferma-

Ve

pro b = f% Lituuovu spiralu o rovnici r =

tové spirale).

6.2.6 Sinova spirala

Touto spiralou se poprvé zabyval Maclaurin.
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Sinovou spiralu lze popsat rovnici

™ = a™ sin(ma).

Po otoceni soustavy souradnic o tthel ¢ = — 1) je mozno psat

i
2m
r™ = a™ cos(my).
Se specidlnimi pfipady sinové spiraly jsme se uz setkali, takZe si je jen velmi
strucné shrneme:

pro m = 1: 7 = acos ¢ je rovnice kruznice o rovnici 22 + y? = ax,

pro m = 2: 72 = a? cos 2¢ je Bernoulliho lemniskéta,

prom=—-1:r= je primka o rovnici x = a,

cos
2

2 2 _ 2

2 = je rovnoosa hyperbola o rovnici ° — y* = a®,

prom = —2: r* =

cos?

prom = %: r = acos> % je kardioida r = 2b(1 + cos p); a = 4b,

je parabola o rovnici y? = 4a(a — ).

prom = —%: r=
cos2§

Podrobnéji je mozno se s touto spirdlou sezndmit na ptiloZzeném CD ROMu.
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7 Cyklické krivky

Mezi cyklické pohyby patii cykloiddlni, epicykloiddlni, hypocykloiddini a evol-
ventni pohyby.

Cykloiddlni pohyb vznikéa valenim kruznice po pfimce. Trajektoriim cykloi-
dalniho pohybu fikame cykloidy.

Cykloida je rovinna kiivka, kterou opisuje bod pevné spojeny s pohybujici
se kruznici, ktera se vali po pfimce. Je-li tento bod na valici se kruZnici, vznikne
valenim prostd cykloida. Je-1i vzdalenost bodu od stfedu valici se kruznice vétsi
nez jeji polomeér, opisuje tento bod cykloidu prodlouzZenou. Nakonec je-1i vzda-
lenost bodu od stfedu valici se kruznice mensi nez jeji polomér, opisuje tento
bod cykloidu zkrdacenou.

Cykloida méa zna¢né uziti v praxi, coz je mozno vidét i na historii zkouméani
této kiivky, se kterou se dale seznamime.

7.1 Historie cykloidy

Tuto kfivku zacal studovat v roce 1599 Galileo Galilei, od néhoz také pochazi
nazev cykloida. V roce 1639 psal o cykloidé Toriccelli (¥iké se, Ze ji studoval
40 let). G. Galilei se pokusil najit plochu, kterou by porovnal s plochou, kterou
vytvari kruh. Pozdéji, kdyz se mu nepodafilo nalézt vhodnou matematickou
metodu, uchylil se k vazeni kouski kovt vyfiznutych ve tvaru cykloidy. Hledany
pomér aproximoval intervalem od 3 do 1, ale rozhodl se, ze 3 nebyla spravna,
nespravné se domnival, Ze pomér nebude racionalni ¢islo.

O urceni plochy pod obloukem cykloidy se pokusil dile Mersenne spole¢né
s Robervalem v roce 1628. Uspésny v feseni problému byl pouze Roberval v roce
1634. Dosel k zavéru, ze plocha pod obloukem prosté cykloidy je 3wa2.

Roberval napsal o tomto vysledku Descartovi, a ten ho vyzval (a spolu
s nim i dalsi) k hled4dni metody pohybu teény po cykloidé, kdyz sdm pied tim
objevil, jak ji zkonstruovat. Toto se Robervalovi nezdarilo, ale tento problém
vyresil Fermat.

Nezavisle na tomto feSeni se problém nalézt plochu cykloidy podatilo také
Torricellimu.

V roce 1658 zacal E. Pascal fesit problém plochy pro vybrany segment
cykloidy a hledal také hmotny stfed této plochy. Zacal se také zabyvat feSenim
problému objemu a povrchu tuhého télesa vzniklého rotaci cykloidy kolem jeji
x-ové osy. E. Pascal tento problém zvefejnil a nabidl odménu za vyreseni téchto
problém.

Wallis a Lalouére zacali problém fesit, ale ispésné ho ani jeden nevytesil.
Bez vstupu do soutéze sdélili Pascalovi své vysledky Sture, Ricci, Huygens,
Wren a Fermat. Nejpozoruhodnéjsi byl Wrentiv vysledek, Wren nalezl spravné
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i délku cykloidalniho oblouku, a to 8a. Pascal potom zvefejnil svoje vlastni
feseni spolecné s doplnénim Wrenova vysledku.

V roce 1673 objevil Huygens, Ze cykloida mé tu vlastnost, ze castice P
klouzajici po cykloidé bude vykonavat harmonicky kmitavy pohyb nezavisly
na rozkmitu (tzv. tautochrona). Toto publikoval pod nazvem Horologium osci-
latorium.

Huygens zkonstruoval prvni kyvadlové hodiny, a to tak, ze kyvadlo kyvalo
po cykloidalnim oblouku.

V roce 1696 zformuloval Johann Bernoulli tzv. Glohu o brachystochroné. ve
vertikalni roviné zvolil dva body, které nelezi ve svislé pfimce. Méla se nalézt
kiivka, po které by se mél hmotny bod pohybovat, aby dospél z jednoho bodu
do druhého za co nejkratsi dobu.

Johann Bernoulli vzapéti dlohu vytesil, odpovidajici kiivka je cykloida. Re-
Seni podal i jeho bratr Jakob, Newton, Leibniz a I’Hospital.

Reseni obou bratrii byla nazornym dokladem o rozdilnosti jejich p¥istupti
k matematickym problémim. Johann dosel k vysledku genidlni intuici a vyu-
zitim analogie s Fermatovgm principem o §iteni svétla (tento postup je mozno
nalézt napf. ve studijnim textu Diferencidlni rovnice). Jacobiv systematicky
postup vedl k objevu variacniho poctu, k némuz dal takto Johann podnét.

7.2 Cykloidy
7.2.1 Prosta cykloida

Bod kruznice, ktera se bez skluzu kotali po pfimce, opisuje prostou cykloidu.

Obr. 28 Prosta cykloida

Parametrické rovnice prosté cykloidy (¢ € R) jsou dény vztahy
x =r(t—sint), y=r(1— cost),

kde r je polomér kruznice, ¢ je velikost thlu odvaleni.
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Priklad 9 — cykloidalni kyvadlo

Céstice o hmotnosti m je pfi svém pohybu v tihovém poli vazéna na jednu
vétev prosté cykloidy. Dokazte, ze tento pohyb je periodicky a Ze prislusna
doba kmitu neni zavisla na amplitudé.

. 29 Pohyb po cykloidé
Reseni
1.zpisob:
Parametrické rovnice cykloidy jsou v tomto
pripadé dany vztahy
T = ap+ asing, y =a(l —cosp).

Prislusi-li krajni poloze cykloidélniho ky-
vadla thel a (pak je ¢ = 0), lze psat zakon
zachovani energie ve tvaru

Obr. 30 Cykloidalni kyvadlo

1 dp\?
§ma2 (d—f) (1 + cosp) — mga(l — cosp) = mga(l — cosa),

odkud

“ cos%dgp
dt =4,/ - ,
g N e N N ]
\/sin” 5 —sin® 5
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potom

Nyni zavedeme substituci

sin% =sin % sin 3,

3
T=28 E/dﬁ:47r .
90 g

To je ale rovnice pro harmonicky pohyb s dobou kmitu

4
T=27 —a,
g

tj. doba kmitu nezavisi na rozkmitu, kyvadlo je pfesné izochronni.

potom

Nyni si jesté ukazeme feseni pomoci pohybovych rovnic.

2. zptisob
Vime, ze rychlost volného padu télesa z vysky h je ve vySce y nad povrchem

zemé déna vztahem )
ds
v? = (E) =2g(h —y).

(Tento vztah lze odvodit bud ze zdkona zachovani mechanické energie nebo
z pohybovych rovnic pro volny pad.)
Napiseme parametrické rovnice cykloidy

x = alp +singp), y =a(l —cosyp).
Z rovnic pak mizeme odvodit
(ds)? = (dz)* + (dy)* = 2a*(1 + cos ) (dy)?,

potom

ds = 2acos %dg&
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a integraci dostaneme (pii volbé poéatku oblouku v pocatku soustavy souradnic
[0,0])

s = 4asin g (25)
Vztah pro y mtizeme upravit na tvar

y = a(1 — cosp) = 2asin? g

Po dosazeni za sin% ze vztahu (9) dostaneme pro y vztah
Y= 8a

Dale vypocteme tecnou rychlost

ds 52 52
dt \/ g( Sa) \/ g ( Sha)

a urcime tec¢né zrychleni

Ei_ s
de?2 2 dt’
¢éili
s _ g
de2 4a”

Tato rovnice je rovnici harmonického pohybu, z rovnice mtizeme urcit, ze

9 g 472
w = — = —
4a T2
z ¢ehoz
T =4, 2.
g

Historickd poznamka:
Cykloidalni kyvadlo sestrojil Huygens v roce 1673.
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7.2.2 Zkracena cykloida

Zkracena cykloida vznikne, jestlize tvorici bod pevné spojeny s kotalejici se
(hybnou) kruznici lezi ve vnitini oblasti této kruznice ve vzdalenosti d (d < r)
od stfedu kruznice o poloméru 7.

Obr. 31 Zkracen4 cykloida
Parametrické rovnice zkracené cykloidy jsou (¢ € R)

r=rt—dsint, y=1r—dcost.

7.2.3 Prodlouzena cykloida

Prodlouzené cykloida vznikne, jestlize tvorici bod pevné spojeny s kotalejici se
(hybnou) kruznici lezi ve vnéjsi oblasti této kruznice ve vzdélenosti d (d > r)
od stfedu kruznice o poloméru r.

Obr. 32 Prodlouzena cykloida

Parametrické rovnice prodlouzené cykloidy jsou opét jako v pripadé zkracené
cykloidy (t € R)
x=r1t—dsint, y=r—dcost.
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7.3 Epicykloidy a hypocykloidy
Historie

Tyto kiivky studovali Diihrer (1525), Desarques (1640), Huygens (1679), Leib-
niz, Newton_ (1626), I’'Hospital (1690), Jacob Bernoulli (1690), la Hire (1694),
Johann Bernoulli (1695), Daniel Bernoulli (1725), Euler (1745, 1781).

Napf. epitrochoidu objevil Diihrer ve své praci Instruction in measurement
with compasses and straight edge (1525).

7.3.1 Parametrické rovnice epicykloidy a hypocykloidy

Prosta epicykloida a hypocykloida

Epicykloida (hypocykloida) vzniké odvalovanim pohyblivé kruznice o poloméru
r vné (uvnit¥) pevné kruznice o poloméru a.

Obr. 33 Epicykloida Obr. 34 Hypocykloida

Obé kiivky lze vyjadiit také parametricky, a to epicykloidu rovnicemi

= (a+r)cost —rcos <a—+rt) . y=(a+r)sint—rsin (a +rt) ,
" T
hypocykloidu pak rovnicemi

a—r . . (a—T
x = (a—r)cost + rcos <—t), y—(ar)smtrsm( t).
r r

Je-li pomér % = m celé ¢&islo, pak prosté epicykloida (hypocykloida) je uzaviena

kiivkou s m vétvemi, které vzniknou pfi jednom obéhu hybné kruznice kolem
nehybné kruznice.

48



Je-li pomér % = g = m racionalnim ¢islem v zakladnim tvaru ]—(;, pak prosta

epicykloida (hypocykloida) je uzaviena kfivkou s p vétvemi, které vzniknou pfi
q obézich hybné kruznice kolem nehybné kruznice.

Je-li pomér % = m iraciondlnim éislem, pak prosta epicykloida (hypocy-

kloida) neni uzavienou k¥ivkou a obsahuje nekoneéné mnoho vétvi.

Zkracena a prodlouzena epicykloida

Parametrické rovnice zkracené a prodlouzené epicykloidy jsou dany vztahy

x_(aJFT)COStdCOS(aJFTt), y = (a+r)sint — dsin (aJrrt)’
" r

kde r je polomér ¢drkované pohyblivé (odvalujici se kruznice), d je polomér
odvalujici se kruznice, kterd je na obr. 35, 36 znazornéna plnou c¢arou, a je
polomér pevné (Garkované) kruznice. Je-li d < r, jedna se o epicykloidu zkra-
cenou, je-li d > r, jedna se o epicykloidu prodlouzenou (viz obr. 35 a obr. 36).

Obr. 35 Zkréicena epicykloida Obr. 36 Prodlouzen epicykloida

Zkracena a prodlouzena hypocykloida

Parametrické rovnice zkracené a prodlouzené hypocykloidy jsou dany vztahy

z = (a—r)cost +dcos <ut) , y=(a—r)sint —dsin (art> ,
" T
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kde r je polomér ¢drkované pohyblivé (odvalujici se kruznice), d je polomér
odvalujici se kruznice, kterd je na obr. 37, 38 znazornéna plnou Carou, a je
polomér pevné (Garkované) kruzmice. Je-li d < r, jednd se o hypocykloidu
zkricenou, je-li d > r, jednd se o hypocykloidu prodlouZenou (viz obr. 37 a
obr. 38).

Obr. 37 Zkracena hypocykloida Obr. 38 Prodlouzené hypocykloida

7.4 Rhodonea krivky

L=P _»o =P _ ] V polarnich soufadnicich maji tyto
q a 2 kiivky rovnici
Y Y
~eeon ()
r=acos|=t].
q
T T
Oznacime-li k = g, pak miZeme
psat
r = acos(kt).

Obr. 39 Rhodonea

Je-li k celé, pak okvétni listky zaviseji na tom, zda je k sudé nebo liché. Je-li
k iracionalni, pak se pocet okvétnich listki blizi nekone¢nu. Napt. pro k = 2 do-
staneme ctyTlistek zndzornény na obr. 39 vlevo. Pokud bychom chtéli rhodonea
krivky modelovat pomoci pocitace, je vhodné pfejit k jejich parametrickému

vyjadieni
_ p _ p .
xr =acos|=t])cost, y=acos|—t]sint.
q q
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7.5 Evolventa

Y
Bod pevné spojeny s primkou, ktera se ko-
tali po pevné kruznici, opisuje evolventu.

Konstrukce evolventy

Obvod dané kruznice rozdélime na urcity
pocet stejnych dili, zrektifikujeme oblouk
prislusny jednomu dilu a pak na prislusné
teCny ke kruznici v délicich bodech na-
neseme prislusny pocet délek zrektifikova-
— nych oblouki.

Obr. 40 Prosté evolventa

— ~0
Obr. 41 Zkricena evolventa Obr. 42 ProdlouZend evolventa

Parametrické rovnice vyplyvaji z postupu konstrukce a jsou dany vztahy
= (r+d)cost+rtsint, y=(r+d)sint—rtcost,

kde r je polomér kruznice (na vSech obrazcich zndzornéné plnou ¢arou). Pro
d = 0 vzniké evolventa prostd (obr. 40), pro d > 0 evolventa zkrdcend (obr. 41)
a pro d < 0 evolventa prodlouzend (obr. 42).

Pro d = —r vznikne prodlouZend evolventa zvand Archimédova spirdla o pa-
rametrickych rovnicich
r =rtsint, y = —rtcost.
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8 Algebraické krivky

8.1 Dioklova kisoida
Historie

Tuto kiivku znali jiz staii Rekové a nazvali ji kisoidou (cissoidou) podle domnélé
podobnosti s bfe¢fanovym listem (v ¢asti lezici v zdkladni kruznici spoleéné
s jeho prislusnym obloukem; bfe¢tan se Fecky nazyval kissos).

Tuto kiivku sestrojil fecky geometr Diokles (250 az 100 let pi. n. L.).

Matematicky popis
Y Postup konstrukce kisoidy

Zakladni ¢ary ke konstrukei kisoidy jsou kruznice
a jejl tecna v urcitém bodé. V protilehlém misté
vzhledem k bodu dotyku A sestrojime pirimku
rovnobéznou se zvolenou te¢nou — osu ¥, za osu &
pak zvolime pfimku, jejiz ¢ast tvoii spojnice OA
(viz obr. 43). Z bodu O budeme nanaset paprsky
na teénu a na kruznici dle obr. 43. Podstatné na
celé konstrukci je, ze se musi rovnat délky tsecek
OP a BC, tj. |OP| = |BC|. Body B pak vytvoii
kisoidu.

Odvozeni rovnice kisoidy

Nyni popiSeme vyse uvedeny postup analyticky.
Pfimka svazku jdouciho bodem P = [z, y| protina
zékladni kruznici o poloméru 7 mimo bod O =
[0,0] v bodé B = [by, ba], ktery lezi na piimce

Obr. 43 Dioklova kisoida
o rovnici

by = gbh
x

a na kruznici o rovnici
2 2 2
(b —r)* + b5 =17,

po upraveé
b2 4+ b2 — 2rby = 0.
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Dostali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych by, by, jejimz feSenim

dostaneme
2rz?

21y
Piimka prochazejici bodem P protina zakladni teénu v bodé C'. Protoze plati
|OP| = |0C|, pak mizeme psat

by =

T =2r — by.

Po dosazeni za b; dostaneme

2rz?

r=2r— ——.
22 + 42

Polozime-li a = 2r, dostaneme rovnici kisoidy

3
9 T

’y:

a—x

Z této rovnice vyplyva, ze kisoida lezi pouze v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu, a
to v pfimém péasu omezeném osou y a primkou xz = a; je soumérna podle osy
x. Je to kiivka 3. stupné.

V polarnich soutradnicich lze vyjadfit rovnici kisoidy ve tvaru
r = 2atg psin p.
Parametrické vyjadfeni kisoidy (vhodné pro kresleni na poéitaci) je ddno vztahy

at? at3
r= ——- = .
1+2° YT 1y

8.2 Descartuv list

Historie

Prvni zminka o této kfivce se objevuje v Descartovych dopisech Mersennovi
v roce 1638. Jeji celkovy prubéh vysSettil az Huygens v roce 1692.

Descartes hledal tvar této kiivky v 1. kvadrantu a domnival se, Ze tento
list také opakované nalezne i v ostatnich kvadrantech jako tvar ¢tyf okruznich
listkl rostlin. Roberval se domnival, ze kiivka ma tvar jasminu. Jméno jim
navrzené kiivky ,fleur de jasmin“ bylo pozdé&ji zménéno, kiivka je ¢asto zndmé
pod nazvem ,noneud de ruban®.
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Matematicky popis

Y Descartiiv list je kisoida elipsy o rov-
nici
/
// w? —xy+y* +a(z+y) =0,
x w
0 kde a > 0, vzhledem k pfimce
/ z+y+a=0
s —a
Y 4 pro pdl O. Tato kiivka ma v kartéz-
skych souradnicich rovnici
M 23 +y3 —3azy =0
Obr. 44 Descartiiv list Y Y )

v poléarnich soufadnicich
_ 3asinycosp
sin® ¢ 4 cos®
V parametrickém vyjadieni méa tato kiivka rovnice

3at 3at?
r=-—0m, = —.
1+ YT 1

Descartuv list je kfivka tfetiho stupné soumérna podle pfimky y = =, v bodé

O ma uzel. Te¢ny kiivky jsou totozné s osami z, y. V bodé A = Ea; %a} mé

vrchol, asymptotu mé v dané piimce = + y + a = 0.

8.3 Nikomédova konchoida
Historie

Nikomédes byl geometr, ktery zil v obdobi asi 180 let pi.n.l.. Jeho objev kon-
choidy byl ptivodné pfipsan Pappovi. V 17. stoleti ale matematici zjistili, ale
Nikomédes pouzil konchoidu k trisekci tthlu.

Nikomédova konchoida znamenala pokrok pfi feSeni klasického problému
jak zdvojnasobit krychlovy oltar v Delfské véstirné. Stejné tak lze rozdélit po-
moci konchoidy thel na tfi stejné dily.

Pappos (3. stoleti) pivodné kiivku pravdépodobné nazval  kochloida“
(kochlei - druh ryby v Recku). Teprve pozdéji (5. stoleti) ji Proklas prejme-
noval na ,konchoida“ (znamend tvar Skeble).

Nikomédes (2. stol. pf.n.l.) tuto kiivku sestrojil zvlastnim pfistrojem, ktery
vynalezl.

o4



Matematicky popis

Rovnice Nikomédovy konchoidy v polarnich soufadnicich je dana vztahem

I U b,
cos
parametricky lze psat rovnice Nikomédovy konchoidy ve tvaru

_at oy, ab

Ve Y NEa,

Podle hodnot konstant a, b a parametru ¢ muze mit Nikomédova konchoida
rizné tvary, jak je vidét na obr. 45 a 46. Postup konstrukce Nikomédovy kon-
choidy je uveden na CD ROMu.

-

r=1t+

s

Obr. 45 Nikomédova konchoida a € (—200; 150), b = 50, ¢ € (—20; 20)

&

Obr. 46 Nikomédova konchoida a € (—3500; 2500), b = 50, ¢ € (—150; 150)
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8.4 Pascalova zavitnice (limacon)
Historie

Pojem limacon pochdzi z latinského slova ,limax“, coz znamend hlemyzd. Tuto
k¥ivku objevil a pojmenoval Etienne Pascal, otec Blaise Pascala. Touto kfivkou
se dale zabyval a zkoumal ji Roberval v roce 1650.

Matematicky popis

Jedna se o konchoidu kruznice. Kruznici o rovnici
r = a.cosy,

(v polarnich soufadnicich) protneme svazkem piimek o vrcholu (pélu) v O
a od pruseciku primky s kruznici naneseme na obé strany tsecku konstantni
délky b. Koncové body tsecek lezi na konchoidé kruznice, kterd ma v polarnich
soufadnicich rovnici

r=acospxb.

V pravouhlych soufadnicich je rov-
nice limaconu déna vztahem

(22 +a® — ax)? — b3 (2® +4%) = 0.

Konchoida kruznice (Pascalova zavit-
nice) je soumérna podle osy x, v pélu
O mé dvojny bod (pro b < a je to
uzel, pro b = a hrot (kardioida), pro
b > a je pdl izolovany bod — viz
obr. 47).

Parametrické rovnice limaconu jsou
dany vztahy

x = (acost + b) cost,
Obr. 47 Pascaliv limacon y = (acost +b) sint.

Je-li b > a, pak plocha limaconu je (2a® + b?)7.

V3

Jeli b= % (speciélné % = b = 1), pak plocha uvniti smycky je a? (77 — 37)

a plocha mezi smyckami je a? (7r + 3\/5)
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8.5 Strofoida
Historie

Strofoidu poprvé objevil pii své praci Isaac Barrow v roce 1670, i kdyz Torri-
celli popsal tuto k¥ivku ve svych dopisech kolem roku 1645. Jméno (ve vyznamu
skrouceny pas“) navrhl Montucci v roce 1846.

Matematicky popis

Svazek kruznic o spole¢né teéné v ose x s

bodem dotyku v poc¢atku protneme priumeéry
Y vedenymi bodem A[a;0]. Krajni body pri-
méru jsou body (pfimé) strofoidy, kterd méa
v poléarnich soufadnicich rovnici

cos2¢p

cosp

V kartézskych souradnicich je rovnice stro-
foidy popsana vztahem

w(2® +y?) —a(2® —y?) =0,

z ¢ehoz
9 oa—T

Yy = a+ﬂ;‘-

Pokud bychom chtéli nakreslit graf strofoidy
pomoci pocitace, je vhodné pouzit parame-
trické vyjadreni
. a(l —t?)
o1+
_at(1—1?)
R

a a

Obr. 48 Strofoida

Ktivka je soumérna podle osy z, v poc¢atku O mé uzel s tefnami y = +z a
piimku x + a = 0 mé za asymptotu.
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9 Dalsi k¥ivky

Matematickych kiivek existuje v dnesni dobé celd fada, my se v této Casti
zaméfime na dveé, které maji znacny historicky vyznam a dost velké praktické
uziti.

9.1 Retézovka (catenary)
Historie

Je ktivka, kterou vytvaii dokonale ohebné lano (fetéz) pii zavéseni v kraj-
nich bodech. Poprvé pouzil termin catenary v roce 1690 Huygens v dopise
Leibnizovi. V roce 1691 se touto kiivkou zabyvali Leibniz, Huygens a Johann
Bernoulls.

Matematicky popis

Obecna rovnice fetézovky ma tvar

Odvozeni tohoto vztahu pro fetézovku je
mozno nalézt ve studijnim textu Diferen-
cialnt rovnice — str. 45. Tento text je umis-
tén na CD ROMu, ktery je souc¢asti tohoto
textu.

0 Pfi malych pravésech je mozno tihovou te-
tézovku nahradit parabolou. Parabolickou
Fetézovku lze pak snadnéji zvladnout ana-
lyticky.

Obr. 49 Retézovka

Podrobnéjsi informace o vztahu Fetézovky a paraboly popisuji dva piiklady
ve studijnim textu Diferencidlni rovnice.
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9.2 Traktrix
Historie

Tuto kiivku studoval Huygens v roce 1692, pozdéji také Leibniz, Johann Ber-
noulli, Liouvile a Beltram. Traktrix je ¢asto také nazyvan jako ekvitangencidlni
krivka nebo také tractory“.

Matematicky popis

Hmotny bod na konci neroztazitelného primého vldkna konstantni délky a opi-
suje kiivku zvanou traktriz, jestlize se druhy krajni konec vlakna pohybuje po
pfimce y = 0 a vldkno se zaroven bez skluzu ota¢i (obr. 50). Te¢na kazdého
bodu této krivky, tj. isek te¢ny mezi bodem dotyku a jejim prisecikem s osou
x, ma konstantni délku a.

Traktrix je evolventou fetézovky, tj. pfi kotaleni tecny po Fetézovce vytvari
vrchol fetézovky traktrix.

Obr. 50 Traktrix

Parametrické rovnice traktrix (v 1. kvadrantu) jsou dény vztahy
t .
r=—a lntg§+cost , Yy =asint,

kde parametr ¢ € (0, 7) je velikost Gthlu, ktery teéna svird s osou x.
V kartézské soustavé soufadnic je rovnice traktrix (v 1. kvadrantu) dana vzta-
hem

r=al- 1<g>2ln# . (26)

Asymptota traktrix je y = 0.
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Priklad 10 — rovnice traktrix

Yy
Vleceme-li télisko A na lané Ao
stalé délky a (obr. 51) tak,
Ze se bod B pohybuje rovno-
mérné po primce o, opise bod

A kiivku, kterou nazyvame Y= y(z)
traktrix. Na zékladé zadani i
odvodte rovnici této kiivky. 0= BF[ s=ct |B[s;0] 0=

Obr. 51 Vleceni téliska na lané

Reseni

Predpokladejme, ze télisko je nehmotné a Ze tedy setrvacné sily, pusobici na
bod A, jsou nulové. Zavedeme-li soustavu soufadnic podle obr. 51, pfedstavuje
lano AB = a tzv. délku tecny hledané kiivky. Pro délku teény na obr. 51
nyni odvodime uzZitim analytické diferencidlni rovnici, jejimz feSenim obdrzime
hledanou kfivku. Dle obr. 51 plati

2
Yy
dmomap = (1)

a:—%\/l—i—(y’)?

Dostali jsme diferencialni rovnici hledané kiivky. Abychom rovnici vyfesili, pro-
vedeme postupnymi Gpravami nejprve separaci proménnych, tj.

v+ ) = —d)?

dy _ y?

dr a? —y?’
z ¢ehoz

2 _ 2 2 _ .2

a -y a” -y

dr = — —dy = — dy,
Y

potom

/ LzyQ dy. (27)



Vyse uvedeny integral budeme dale Tesit pomoci substituce y = asin y,

potom dy = acospdp = ay/1 —sin? odp = /a2 — y2de.

Po dosazeni do vyse uvedeného integralu dostaneme

2 _ .2 2 1 — sin2
/\/a ydyza cos god(p:/ sin ('Od
Y

sin ¢ sin ¢

1 —sin? 1
/&d@z/ - dgo—/singodgp.
sin ¢ sin

1 sin ¢ sin ¢
/ . d<p=/ — dw=/72 de,
sin ¢ sin” ¢ I —cos®p

sin ¢ 1 sin 1 sin ¢ 1 1-cosyp
————dp=- | —————d - ———dp=-In———-+C
/17COS2QD 7 2/17(:0390 <p+2/1+coscp v 2n1+cosg0+

Zlomek v poslednim vyrazu jesté rozsifime ¢lenem 1+ cos ¢ a upravime na tvar

)

Dale urcéime

1 .
/ - d(p:lnism@ +C
sin ¢ 1+cosyp
Nakonec je tedy
[a2 — 2 i
/udy—a(cosgoJrlnﬂ)JrC
Y 1+ cosyp

Nyni uz jen zpétné dosadime do (27) a dostaneme

2
r=a |- 1<Q> “n— + C.
a 2
1+ 1—(3)
a

Je-li x = 0, pak je y = a, z ¢ehoz po dosazeni do posledni rovnice dostaneme
integra¢ni konstantu C' = 0, a tim hledanou rovnici kiivky traktrix (26).

9.3 Klotoida

Klotoida je ktivka, jejiz vlastnosti se vyuziva predevsim v silni¢nim stavitelstvi
— jako tzv. prechodnice (pii pfechodu pfimé silnice v zatdcku). Dalsi nazev
pro tuto kiivku, se kterym je mozno se setkat napt. pfi matematickém popisu
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difrakénich jeva, je tzv. Cornuova spirdla. Jiz Fuler povazoval oba tyto nazvy
za rovnocenné pro jednu a tutéz kfivku.

Klotoida je kfivka, jejiz polomér kiivosti R v bodé M je nepfimo umérny
délce s oblouku mezi timto bodem a pevné zvolenym bodem O, tj.

a2

R=—,
s
kde konstanta a je tzv. parametr, ktery urcuje pomérnou velikost krivky.

A

Obr. 52 Klotoida

Parametrické rovnice klotoidy nelze popsat zptisobem, jak jsme to az do-
posud délali. Jeji parametrické rovnice vyjadiujeme pomoci tzv. Fresnelovych
integrdlu, které jsou pro praktické uziti tabelovany. Plati

s L
x:gCOSQ_anS’ yzgsmwds.
Je-li parametrem thel ¢ = %, maji parametrické rovnice tvar

xzifcoswd% y:i‘fsingpd%
V2 Ve V2 VP
Jestlize p = LtQ, maji parametrické rovnice tvar

2

! mt? t mt2
xzaﬁfcosTdt, yzaﬁfsiant.
0 0
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Vysledky cvic¢eni

Zde jsou uvedeny pouze vysledky cviceni, na CD ROMu je mozno nalézt cely
postup feSeni v ¢asti Zakladni pojmy — Piiklady — odkazy Cviceni 1 az 4.

CvicCeni 1 — stied a polomér kfivosti

2
1.R:—%,m:0,n:—e—.

2R—£m—av—l eg—eig n =2
* _a27 - 2 Y, = 2y.

CvicCeni 2 — parametrické vyjadieni kfivek
1. Na CD ROMu.
2.

_a

2

a) x sin2t, y = 5 — & cos 2t,

a_ga
2 2

b) z = f% +acost —acos2t, y =asint — %sin2t,

c) x:acoszcost y:acoszsint

3 ’ 3 ’
Cviceni 3 — délka krivky
2 o 2 :

Vg Sin « +vocosaln1+sma

g g cos

2,3:@ l—\/QHg 1—}—@—1—1111 2—}1-9_;’_ 1+2_I{29 ,

g |2 v g 2 Vo v,

0
3. s:%(e—e_l).

1. s =

)

Cviceni 4 — obsah oblasti
2
_ mad
1.5=",
2. 5 =a2.
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